Probabilités 2007-2008 TD n" 6

Révisions, lois continues

Exercice 1 Probabilités conditionnelles
Quand on téléphone chez Charlie, il est de notoriété publique qu’on a 9 chances sur 10 de tomber sur son répondeur.
Quand il n’est pas 14, il le branche toujours. Pour des raisons obscures, quand il est 14, il le laisse prendre la communication
deux fois sur trois.
> 1. Quelle est la probabilité qu’il soit 14 quand on appelle?
> 2. Mince! on vient de tomber sur son répondeur. Quelle est la probabilité qu’il ait été 147

Solution Soient les événements

— R «On tombe sur le répondeur »
— L «Charlie est la»

> 1.
P(R) = P(R|L)P(L)+P(R|L)P(L)
o= P +10-B(L)
-1 _ —15 _ 3
P(L) = 227 1T
P(LNR) P(R)L-P(L) 2-3 2
2 prim = TEOD _POLED _§oh 2

Lois continues

Exercice 2
Soit U une v.a. de lui uniforme sur [0;2]. Soit X := /U.
> 1. Calculer la fonction de répartition Fy de X.
> 2. Calculer la densité fx de X.
> 3. Meéme questions pour Y :=1/U.
> 4. Quelle est I'espérance de Y ?

Solution

FX (Z)

P(X<2)=P(VU<z2)=P(U <) = Fy (%)
> 1. % SizE[O,ﬂ]
1 siz>V2
0 siz <0
> 2. fx (z) = Fy (z) =z sur [0;1/2].

> 3. Fy(y):P(Yéy):]P’(%éy):IP’(U>%):17P<U<%)
0 siy<
Fy = 2
' {1—22 sty > g

> 4. E(Y):/l yfy(y)dy:/ Q%dy:ﬂo

Exercice 3

La loi gamma de paramétres « > 0 et 3 > 0, notée I'(«a, ), est la loi continue de densité

1 a—1,—xz/8 3o
{F(Q)ﬂux e siz>0

0 sinon
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> 1. Faire une remarque sur I'(1, 3).

> 2. Montrer que pour toutes v.a. réelles X et Y indépendantes de densités respectives fx et fy la densité fz de
Z:=X+Y est f.(z) = [, fx(t)fy(z — t) dt. Indication :

P(Z<2)=EQX+Y <2) // (z+y < 2) fx(@)fy(y)dedy

> 3. Soit X et Y deux v.a. i.i.d. de loi exponentielle de paramétre . Quelle est la densité de Z := X +Y 7
Solution

> 1. I'(1) a pour densité, & une constante multiplicative prés, e=*/%. La constante est imposé par le fait que P (Q) = 1.
C’est donc une loi exponentielle de paramétre %

> 2.
(X +Y < 2))
/ -oo/ . Lz +y < 2) fx (@) fr(y) dydz
- /_,Oo/ fx (@) fy (y) dy dw
/__OO /__OO ) fy (u — x) dudx

= /__OO /__o<j z)fy(u—x)dzdu

dpz<y = / Fx (@) fy (- 2) da

> 3. La densité de Z est donc, & une constante multiplicative preés,

fa(z) /e_’\te_’\(z_t)]l(t >0etz—t>0)dt
t

o / e M dt = ze M
t=0
On reconnait une loi I'(2, 1).
Remarque. Plus généralement, si X ~ I'(a1,) et Y ~ T'(ag,8) alors X + Y ~ T'(ay + as, B).

Exercice 4

Quand on met une rallonge a la table de la salle & manger, la nappe est trop courte de 10cm pour couvrir toute la
longueur. On la dispose alors en laissant deux bandes de table non couverte & chaque extrémité. La position de la nappe
par rapport aux extrémités de la table est laissée au hasard. La variable aléatoire X égale a la largeur de I'espace découvert
d’une extrémité suit une loi uniforme sur Uintervalle [0; 10]. On note Y la largeur découverte la plus grande et Z la plus
petite.

> 1. Déterminer la loi de probabilité de Y.

> 2. En déduire la loi de Z.

Solution
> 1. Soity€[5 10].

P(Y<y)=P(Y <ynX >5+P(Y <ynX<5)
=PGLX<yY+P(X<5N1I0-X <y)
=PB<X<yY)+P(10—y < X <5H)

_ y75+5—(10—y)
%5 10
Donc Y suit une loi uniforme sur [5; 10].
0 siz>5H
b2 P(Z<2)=P(10-Y <z2)=1-P(¥ <10—2)=1-¢ 10222 §0<2<5
1 siz<0

P(Z < z)= % sur [0;5], 1si z>5et0siz<0. Cest donc une loi uniforme sur [0; 5].
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